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CLASAalX-a

Nota: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se puncteaza de la 0 la 7 puncte.

Pe foaia de concurs se trec rezolvarile complete.
Timp de lucru: 3 ore

Rezolvati in R ecuatia
3{x}* + 11{x} = 7x — 5.

Prin {x} am notat partea fractionara a numarului real X.

a) Demonstrati ca pentru orice numere reale pozitive a, b, ¢ care loc inegalitatea
a b c 3

+ + > =
b+c a+c a+b 2
b) Aflati numerele reale pozitive a, b, c,x,y,zcua+b+c=x+y+z = 3si
a+b+ c _yz\/§+zx\/§+xy\/§
b+c a+c a+b xy+z yz+x zx+y

. . o 1 . 1 . <
a) Fie x € R*astfel incat x + ~ € Q. Demonstrati ca x™+ — € Q, pentru orice numar
natural nenul n.

b) Demonstrati ca (2 + \/§)n + (2 — \/§)n € Q, pentru orice numar natural n.

4. Tn patrulaterul convex ABCD se considera punctele E € (BC),F € (AD),G € (AB),

H € (DC) astfel ncat = =28 = g i 29 = 2 B. Se noteaza {M} = EF N GH. Sa se
EC ~ FD > GB~ HC

FM

. GM .
arate cd— = a si— = [.
MH > ME
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1. Sase arate ca:

a) Numirul ¥/3 este irational.
b) 3 9+E\/ﬁ+39—£\/E =1.
3V3 3V3

2. Fie a, b, ce(0,1). Aratati ca:

4bc Jbe

2 (a+b)(a+c)S a

4bc +log 4ac +log 4ba
a+b)(a+c) "(a+b)(b+c) “(a+c)(b+c)

a=b=c.

=0 daca si numai daca

3. Fie z,, z,, z; numere complexe distincte, astfel incat z,+z,+2,=2,-2,+2,-2,+2;-2,=0.

a) Demonstrati ci z,° =z, - Z,.
b) Demonstrati ca |z,| =|z,| =]z,

¢) Demonstrati ca z,, z,, z, sunt afixele varfurilor unui triunghi echilateral.

4. Determinati functiile f: R = R cu proprietatea ca

f(x*+y-f(y))=x f(x)+y*, pentruoricex,y € R.
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1. Si se determine matricele A € M, (C), cu proprietatea ci A? = (_i (1))

Fie A € M, (C) astfel incat urma matricei Tr (A) =1. Sa se arate ca:
det (A2 + 54 + 51,) = det (42 + A —9I,) - 8.

Fie (ay)ns1 un sir de numere reale pozitive astfel incat

. (n+1)3 3 .
a; =151 & — 2 = n2(n + 1), pentru oricen € N .
an An+1
Calculati
n
lim A2k-102k
n—-o0o
k=1

Observatie: Se poate folosi fara demonstratie faptul ca sirul

n
1
X, = ——Inn

k=1

este convergent.

o i (1—cos x)(1—cos?x)...(1—cos™ x)
4. Calculati limita L=xll,"(§ : ( ) 7
sin?Mx+In(1+x2")+ V1+x2n-1

| MINISTERUL EDUCATIEI

, pentru n € N*,
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a) Fie (G, - ) un grup si a, b € G astfel incat a = b%si b = a?. Si se arate ci daci x = aba,
atunci x3 =e.

b) Se considera un grup (G, *) cu proprietatea ca exista m, n € N*, (m, n) = 1 astfel incat
xx-y)m=@-2)"si (x- )" =W 20" (V) x,y € G. Sa se arate ca G este grup
comutativ.

. Pe multimea M = (0, 4+00) se considera o lege de compozitie ,, * “ care are urmatoarele
proprietati:
) (xxy) (x*x2)=x*x(y+2); (V)xy,zeM
i) x*x1=x;(V)xeM
Aratati ca:
a) 2+x4€eQ
b) 4 *i ¢ Q
c) V2022 * 2022 = 20220

. Determinati toate functiile f: R — (0, +0), primitivabile, care verifica relatia:
X
F(x)+Inf(x) =In(1 +ﬁ) , (V) xeR,

unde F:R — R este o primitiva a lui f si F(0)=0.

Se considerd functiile f: R — Rsi g:[0,5] > R , definite prin f(x) = [}t sin2t dt ,

. cos?x
respectiv g(x) = [~ " arccosVt dt.
a) Demonstrati ca functia g este descrescatoare.

b) Ardtati ca f(x) + g(x) = %, pentru orice x € [0, g]



