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CLASA a IX - a 

 

 

Notă: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se punctează de la 0 la 7 puncte. 

           Pe foaia de concurs se trec rezolvările complete.  

Timp de lucru: 3 ore  

 

 

1. Rezolvați în ℝ ecuația 

3{𝑥}2 + 11{𝑥} = 7𝑥 − 5. 

Prin {𝑥} am notat partea fracționară a numărului real x. 

 

2. a) Demonstrați că pentru orice numere reale pozitive 𝑎, 𝑏, 𝑐 care loc inegalitatea 

𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑎 + 𝑐
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
≥

3

2
. 

b) Aflați numerele reale pozitive 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑥, 𝑦, 𝑧 cu 𝑎 + 𝑏 + 𝑐 = 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 3 și  

𝑎

𝑏 + 𝑐
+

𝑏

𝑎 + 𝑐
+

𝑐

𝑎 + 𝑏
=

𝑦𝑧√𝑥

𝑥𝑦 + 𝑧
+

𝑧𝑥√𝑦

𝑦𝑧 + 𝑥
+

𝑥𝑦√𝑧

𝑧𝑥 + 𝑦
. 

 

3. a) Fie 𝑥 ∈ ℝ∗astfel încât 𝑥 +
1

𝑥
 ∈ ℚ. Demonstrați că 𝑥𝑛 +

1

𝑥𝑛  ∈  ℚ, pentru orice număr 

natural nenul n. 

b) Demonstrați că (2 + √3)
𝑛

+ (2 − √3)
𝑛

 ∈  ℚ, pentru orice număr natural n. 

 

4. În patrulaterul convex 𝐴𝐵𝐶𝐷 se consideră punctele 𝐸 ∈ (𝐵𝐶), 𝐹 ∈ (𝐴𝐷), 𝐺 ∈ (𝐴𝐵), 

𝐻 ∈ (𝐷𝐶) astfel încât 
𝐵𝐸

𝐸𝐶
=

𝐴𝐹

𝐹𝐷
= 𝛼 și 

𝐴𝐺

𝐺𝐵
=

𝐷𝐻

𝐻𝐶
= 𝛽. Se notează {𝑀} = 𝐸𝐹 ∩ 𝐺𝐻. Să se 

arate că 
𝐺𝑀

𝑀𝐻
= 𝛼 și 

𝐹𝑀

𝑀𝐸
= 𝛽. 
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CLASA a X - a 

 

 

Notă: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se punctează de la 0 la 7 puncte. 

           Pe foaia de concurs se trec rezolvările complete.  

Timp de lucru: 3 ore  

 

 

1. Să se arate că: 

a)  Numărul 3 3  este irațional. 

b) 3 3
10 71 10 71

9 9 1
3 3 3 3

+ + − = . 

 

2. Fie ( ), , 0,1 .a b c  Arătați că: 

a)  
( )( )

4bc bc

a b a c a


+ +
; 

b)  
( )( ) ( )( ) ( )( )

4 4 4
log log log 0a b c

bc ac ba

a b a c a b b c a c b c
+ + =

+ + + + + +
 dacă și numai dacă 

a b c= = . 

 

3. Fie 1 2 3, ,z z z  numere complexe distincte, astfel încât 1 2 3 1 2 2 3 3 1 0z z z z z z z z z+ + =  +  +  = . 

a) Demonstrați că 
2

1 2 3.z z z=   

b) Demonstrați că 1 2 3 .z z z= =  

c) Demonstrați că 1 2 3, ,z z z  sunt afixele vârfurilor unui triunghi echilateral. 

 

4. Determinați funcțiile 𝑓:ℝ → ℝ cu proprietatea că 

( )( ) ( )2 2f x y f y x f x y+  =  + ,   pentru orice 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. 

 



 
 

OLIMPIADA NAȚIONALĂ DE MATEMATICĂ 

-ETAPA LOCALĂ- 

11.02.2023 

 

Clasa a XI - a 

 

Notă: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se punctează de la 0 la 7 puncte. 

          Pe foaia de concurs se trec rezolvările complete. 

          Timp de lucru: 3 ore 

 

 

1. Să se determine matricele 𝐴 ∈ ℳ2(ℂ), cu proprietatea că 𝐴2 = (
−1 0
   1 1

). 

 

2. Fie 𝐴 ∈ ℳ2(ℂ) astfel încât urma matricei Tr (A) =1. Să se arate că: 

det (𝐴2 + 5𝐴 + 5𝐼2) = det (𝐴2 + 𝐴 − 9𝐼2) – 8. 

 

3. Fie (𝑎𝑛)𝑛≥1 un șir de numere reale pozitive astfel încât  

𝑎1 = 1 și 
(𝑛+1)3

𝑎𝑛
2 −

𝑛3

𝑎𝑛+1
2 = 𝑛2(𝑛 + 1)2, pentru orice n ∈ ℕ .  

Calculați  

lim
𝑛→∞

∑ 𝑎2𝑘−1𝑎2𝑘

𝑛

𝑘=1

 

Observație: Se poate folosi fără demonstrație faptul că șirul 

𝑥𝑛 = ∑
1

𝑘

𝑛

𝑘=1

− ln 𝑛 

este convergent. 

 

4. Calculați limita L=  
(1−cos 𝑥)(1−𝑐𝑜𝑠2𝑥)…(1−𝑐𝑜𝑠𝑛 𝑥)

𝑠𝑖𝑛2𝑛𝑥+ln(1+𝑥2𝑛)+ √1+𝑥2𝑛𝑛
−1𝑥→0

𝑙𝑖𝑚
 , pentru  𝑛 ∈  ℕ∗. 
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CLASA a XII- a 

 

Notă: Toate subiectele sunt obligatorii. Fiecare subiect se punctează de la 0 la 7 puncte. 

           Pe foaia de concurs se trec rezolvările complete.  

Timp de lucru: 3 ore 

 

1. a) Fie (G, ∙ ) un grup și a, b ϵ G astfel încât a = 𝑏2și b = 𝑎2. Să se arate că dacă 𝑥 = 𝑎𝑏𝑎, 

atunci 𝑥3 = e. 

b) Se consideră un grup (G, ∙) cu proprietatea că există m, n ϵ ℕ∗, (m, n) = 1 astfel încât 

(𝑥 ∙ 𝑦)𝑚 = (𝑦 ∙ 𝑥)𝑚 și (𝑥 ∙ 𝑦)𝑛 = (𝑦 ∙ 𝑥)𝑛, (∀) 𝑥, 𝑦 ϵ G. Să se arate că G este grup 

comutativ. 

 

2. Pe mulțimea M = (0, +∞) se consideră o lege de compoziție ,, ∗ “ care are următoarele 

proprietăți: 

i)  (𝑥 ∗ 𝑦) ∙ (𝑥 ∗ 𝑧) = 𝑥 ∗ (𝑦 + 𝑧) ;  (∀) 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝜖 𝑀 

ii)   𝑥 ∗ 1 = 𝑥; (∀) 𝑥 ϵ M 

Arătați că: 

a) 2 ∗ 4 ϵ ℚ 

b) 4 ∗
1

4
 ∉  ℚ 

c) √2022 ∗ 2022 = 20221011 

 

3. Determinați toate funcțiile 𝑓: ℝ → (0, +∞), primitivabile, care verifică relația: 

𝐹(𝑥) + ln 𝑓(𝑥) = ln(1 +
𝑥

√1+𝑥2
) , (∀) 𝑥 ϵ ℝ,    

unde  𝐹: ℝ → ℝ este o primitivă a lui  f  și F(0)=0. 

 

4. Se consideră funcțiile 𝑓: ℝ →  ℝ și 𝑔: [0,
𝜋

2
] → ℝ , definite prin 𝑓(𝑥) = ∫ 𝑡 𝑠𝑖𝑛2𝑡

𝑥

0
𝑑𝑡 , 

respectiv 𝑔(𝑥) = ∫ arccos √𝑡 𝑑𝑡
𝑐𝑜𝑠2𝑥

0
. 

a) Demonstrați că funcția g este descrescătoare. 

b) Arătați că 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) =
𝜋

4
, pentru orice 𝑥 ϵ [0,

𝜋

2
]. 


